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RESUMO

Este ensaio apresenta uma discussdo sobre a articulagdo da histéria da matematica e ensino de
matematica. Para tanto, apresenta-se a referida tematica a luz da literatura da darea, inclusive, em meio
as multiplas perspectivas que podem nortear praticas educativas que facam uso da histéria no processo
de ensino e aprendizagem, dentre elas, a de Brademberg (2022), Mendes (2022a, 2022b, 2023),
Chaquiam (2017), e Pereira e Saito (2019). Destaca-se, também, um desenvolvimento histérico do
Calculo, por meio do qual enfatiza-se a construcao de diferentes conceitos, dentre eles, o de limite e
continuidade de uma fungao. Por fim, sdo elencadas sugestdes de temas a serem discutidos a partir de
cenarios histéricos especificos, como por exemplo, o de compreensfes equivocadas sobre limite e
continuidade, encontradas nos registros de Leibniz e Euler.

Palavras-chave: Historia da Matematica. Ensino de Matematica. Limite de uma funcao. Continuidade de
uma funcgao.

ABSTRACT

This essay presents a discussion on the articulation of the history of mathematics and mathematics
teaching. To this end, the aforementioned theme is presented in light of the literature in the area, including
the multiple perspectives that can guide educational practices that make use of history in the teaching
and learning process, among them, that of Brademberg (2022), Mendes (2022a, 2022b, 2023), Chaquiam
(2017), and Pereira and Saito (2019). It also highlights a historical development of Calculus, through
which the construction of different concepts is emphasized, among them, that of limit and continuity of a
function. Finally, suggestions for topics to be discussed are listed based on specific historical scenarios,
such as the misconceptions about limits and continuity found in the records of Leibniz and Euler.
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RESUMEN

Este ensayo presenta una discusion sobre la articulacion de la historia de las matematicasy la ensefianza
de las matematicas. Para ello, se presenta el tema antes mencionado a la luz de la literatura en el area,
incluyendo, entre las multiples perspectivas que pueden orientar las practicas educativas que hacen uso
de la historia en el proceso de ensefianza y aprendizaje, entre ellas, la de Brademberg (2022), Mendes
(2022a, 2022b, 2023), Chaquiam (2017) y Pereira y Saito (2019). Se destaca también un desarrollo
histdrico del Calculo, a través del cual se enfatiza la construccion de diferentes conceptos, entre ellos, el
de limite y continuidad de una funcion. Finalmente, se enumeran sugerencias de temas a ser discutidos
a partir de escenarios histéricos especificos, como por ejemplo, las comprensiones erréneas sobre limite
y continuidad encontradas en los registros de Leibniz y Euler.

Palabras clave: Historia de las Matematicas. Ensefianza de Matemadticas. Limite de una funcion.
Continuidad de una funcién.

1INTRODUGAO

“Como desenvolver competéncias e habilidades no ensino de matematica, de modo a
melhor esclarecer seu desenvolvimento conceitual, e assim promover uma aprendizagem mais
consolidada desse campo disciplinar?”. Tal questionamento, levantado por Mendes (2022a, p.
33), reflete uma preocupacao de muitos pesquisadores em Educacao Matematica, sobretudo,
no que se refere a busca pela superacao de dificuldades relacionadas aos processos de ensino
e aprendizagem.

Frente a esse cenario, a Histéria da Matematica tem sido incorporada, cada vez mais, ao
contexto de sala de aula em diferentes segmentos de ensino e sob diferentes perspectivas,
conforme identificado em Mendes (2015; 2022a; 2022b; 2023), Brandemberg (2010; 2021;
2022), Chaquiam (2017; 2022), Pereira e Saito (2019), dentre outros.

A Histdria da Matematica se apresenta, nesse sentido, como um forte aporte, uma vez
que pode vir a auxiliar o ensino e aprendizagem de conhecimentos matematicos, apresentando
e situando no tempo ideias e problemas matematicos, atrelados as suas motivacdes e
antecedentes histéricos e, ainda, relacionando problemas do passado a problemas da
atualidade (Brandemberg, 2022).

Considerando que a articulacao entre Histdria da Matematica e Ensino de Matematica
tem sido recorrentemente discutida e explorada em diferentes pesquisas nas ultimas décadas

e, tendo em vista sua relevancia para uma compreensao mais dindmica e, sobretudo, humana
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sobre matematica, objetiva-se, neste ensaio teorico, ampliar a discussdo acerca dessa
tematica, a partir da literatura da area e exemplificacdes no ambito do Calculo, mais

especificadamente, no que tange aos conceitos de limite e continuidade de uma fungao.

2 HISTORIA DA MATEMATICA® & ENSINO: O QUE DIZ A LITERATURA?

O ensino de contetldos matematicos a partir do uso da histéria pode, segundo Borges e
Cavalari (2021), auxiliar na compreensao de conceitos, na constru¢cdo de processos mentais,
tais como a abstracao e generalizacao, além de possibilitar a formacao de um olhar mais critico
sobre os conhecimentos matematicos frente a realidade.

Nesse sentido, Mendes (2023) enfatizou ser prudente desenvolver a aprendizagem a
partir de elementos historicos que permitam o exercicio da formalizacao matematica e, a partir
dela, estabelecer um elo efetivo entre concreto e formal. O autor destaca, inclusive, que seja
possivel - enquanto discente ou docente - vivenciar experiéncias de aprendizagem mediante o
uso didatico da histéria e que, tal pratica, pode viabilizar o desenvolvimento do espirito
investigativo, da criatividade e de habilidades matematicas que contribuem para a busca por
uma autonomia intelectual.

Mendes (2023) reiterou que a aprendizagem matematica mediante a construcao
histdrica de processos possibilita que os estudantes desenvolvam uma concepg¢ao mais
dindmica sobre matematica que, por sua vez, passa a ser entendida como um conjunto de
elementos em constante evolucdo, fato que permite sua conexao com outras areas de
conhecimento. Fauvel e Maanem (2000) destacaram que a articulacdo entre Histéria e Ensino
permite a superacdo de possiveis “fraturas epistemoldgicas” oriundas de construcdes
matematicas e, consequentemente, de obstaculos cognitivos relacionados a matematica
escolar, fato que possibilita 0 amadurecimento matematico do individuo.

Brandemberg (2022) reiterou que a utilizacao de elementos histéricos na construcao de
conhecimentos matematicos viabiliza a interacdo do sujeito com o0s objetos em estudo. Tal
interacao é possivel, emvirtude da matematica ser entendida como uma ciéncia essencialmente

humana e suas ideias, fruto de necessidades praticas, sociais, culturais e econémicas. Em

! Para evitar repeticoes, os termos Histdria da Matematica e Histéria serdo utilizados indistintamente nesse texto.
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direcao semelhante, Chaquiam (2017) destacou que o uso didatico da historia da matematica
permite o conhecimento da origem e desenvolvimento de conceitos, bem como promove um
resgate da cultura, fato que contribui para sua relacao com as demais ciéncias.

O viés cultural da historia tem sido amplamente discutido na literatura (Mendes, 20223;
2022b). Os autores apontam que certo conhecimento sobre a histdria em determinado contexto,
permite a reconstrucdo matematica, bem como a valorizacdo da capacidade criativa da
sociedade no decorrer dos tempos. Isto é, ressignifica-se a matematica enquanto produto
cultural, social e cientifico.

Admite-se, portanto, que a utilizacao da histéria em situagcdes de ensino e aprendizagem,
permite que 0s sujeitos observem caracteristicas matematicas especificas, bem como
identifiqguem elementos préprios de um conhecimento, uma vez que atividades humanas sao
sempre um entrelagamento de agdes que explicitam uma realidade matematica construida.

Ressalta-se, ainda, que muito do que tem sido discutido acerca dos aspectos positivos
do uso da historia para o ensino de matematica esta em acordo com o que fora apontado por
Fauvel (1997). Para o autor, tal pratica pode desmistificar a matematica, viabilizar a aproximacao
multicultural enquanto se aprende novos conceitos, levar a compreensao de conceitos a partir
de sua evolucao historica, facilitar a busca, no passado, para solucionar problemas atuais,
projetando-os para o futuro, promover investigacdes historicas, dentre outras situacdes.

Afianca-se, desse modo, que o uso didatico da histdria no contexto do ensino e
aprendizagem de matematica permite humaniza-la, bem como promover sua formalizacao, e
evidenciar seu aspecto unificador frente ao seu préprio campo e a outras areas de
conhecimento. Por isso, faz-se necessario ampliar reflexdes no que tange a pluralidade de

perspectivas vinculadas a esse processo, conforme apresentado na se¢ao subsequente.

3 PERSPECTIVAS DO USO DA HISTORIA PARA O ENSINO DE MATEMATICA

Mendes (2022a, 2022b) norteou-se nas investigacdes histdricas como principio para
promover situacdes de ensino e aprendizagem de matematica. Para o autor, o uso didatico de
atividades investigativas deve ser pautado em pesquisas histdricas, bem como em metas de
aprendizagem previamente estabelecidas pelo professor e/ou pesquisador. Mendes (2022a,

2022b) sugeriu que tal pratica seja estruturada conforme o modelo de atividades de Dockweiler
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(1996), conforme ilustrado na figura a seguir.

Figura 1 - Infografico descritor do Modelo de Dockweiler

Manipulacdo (Fisica/Visual)

" Atvidade O\

Investigativa
N i
Verbalizacdo — Simbolizagdo Abstracdo
(Comumcagéb Oral) e (Representacdo).

Fonte: Mendes (2022a, p. 13)

Na representacao triangular de Dockweiler (1996), observa-se que &, primeiramente,
mediante manipulagdes fisicas ou visuais que um conhecimento é concebido. Em seguida, este
deve ser verbalizado e discutido em sala de aula, sob a orientacdo do professor, com o intuito de
representa-lo por meio da simbolizacao e abstracao. Mendes (2022a, 2022b) destaca que as
atividades investigativas podem ser adaptadas conforme este modelo e chama a atencdo para a
necessidade de considerar multiplas interpretacées de um mesmo objeto, sob a Otica de
diferentes matematicos e de diferentes épocas de seu processo de desenvolvimento historico-
conceitual.

Brandemberg (2022) sugeriu 0 uso da componente histdrica no ambito do ensino a partir
de textos historicos. Nessa perspectiva, 0 autor aponta que as atividades organizadas a partir
desses textos devem considerar o contelido matematico a ser estudado e estar em consonancia
com temas e objetivos bem definidos. Segundo Brandemberg (2022), os textos histéricos -
enquanto produc¢ao sociocultural - quando utilizados como material didatico, possibilitam que
os estudantes compreendam elementos do desenvolvimento historico-conceitual relativos aos
objetos em estudo, tendo em vista, inclusive, seus processos de construcdo representacional,
por meio das caracteristicas de linguagem e notacao simbdlicas utilizadas e, também, de tracos
de uma determinada época, fato que contribui para a apreensao de ideias matematicas, para o
amadurecimento intelectual e para a relacdo entre problemas do passado e do presente.

Chaquiam (2022) sugere o uso didatico da histdria por meio do diagrama metodolégico e
do texto produzido a partir dele. Para o autor, tal diagrama possibilita que o estudante “enxergue”

a amplitude do processo de evolugao de determinado objeto matematico, considerando
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diferentes elementos que o constituiram para que, a partir deles, seja possivel construir uma

compreensao matematica mais madura e completa sobre matematica.

Figura 2 - Diagrama Metodolégico
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Fonte: Chaquiam (2022, p. 11)

Conforme a figura 2, o diagrama metodoldgico é organizado em quatro contextos: o
contexto historico, sociocultural e geopolitico, o contexto intermediario complementar, o
contexto epistemoldgico, cientifico e tecnoldgico, e o contexto didatico-pedagogico. Esses
contextos norteiam diferentes dimensoes acerca de um tema/objeto/conceito matematico, as
quais exercem influéncia na elaboracao do texto, para o qual o Chaquiam (2022) sugere a
seguinte ordem de construcao: (i) Discorre-se sobre o cendrio mundial; (ii) Escreve-se sobre os
personagens contemporaneos ao evidenciado, enfatizando suas contribuicdes; (iii) Apresenta-
se 0 personagem evidenciado; (iv) Escreve-se sobre a evolucdo do tema; (v)
Apresentar-se pontos de vista recentes sobre o tema e/ou personagem evidenciado ou aspectos
relevantes para discussdes didatico-pedagogicas, ou ainda, elabora-se atividades sobre a
tematica.

O uso de instrumentos cientificos e matematicos no contexto do processo de apreensao
de conhecimentos matematicos tem sido discutido na literatura (Saito, 2015; Pereira e Saito,
2019). Tal perspectiva tem se mostrado relevante, uma vez que possibilita que os estudantes,
mediante orientacdo do professor, construam tais conhecimentos por meio da matematica
incorporada ao instrumento e manipulada em seu manuseio.

Para Saito (2015) e Pereira e Saito (2019), o ensino estabelecido por meio de

instrumentos permite que professores e alunos discutam sobre 0 movimento do pensamento
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matematico inerente ao seu uso, fato que contribui para um aprendizado de ordem pratica de
uma pluralidade de ideias matematicas envolvidas. Por isso, diz-se que a construcdo do
instrumento ndo se limita a uma simples réplica. Para desenvolver tais atividades, os autores
reiteram a necessidade de se basear em documentos historicos, isto é, textos, imagens, fotos,
dentre outros, 0s quais devem ser analisados, considerando o tratamento didatico dado a eles,
sua intencionalidade, um plano de acao e formas de desenvolvimento (Pereira e Saito, 2019).
Conforme destacado nesta se¢ao, evidencia-se diferentes perspectivas acerca do uso
didatico da histéria para fins de promover a aprendizagem matematica em diferentes segmentos
de ensino. Para fins de exemplificacdo, apresenta-se na secao subsequente uma abordagem
histdrica do Calculo, dos primordios a formalizagao, construida com o intuito de contextualizar,
para estudantes de graduacao, aspectos relativos ao desenvolvimento dessa darea de
conhecimento. Em seguida, faz-se uma discussao sobre como certas manifestacdes histdricas
podem ser utilizadas de modo a auxiliar no processo de apreensao de conceitos como o de limite

e continuidade de uma fungao.

4 UMA ABORDAGEM HISTORICA DO CALCULO: DOS PRIMORDIOS A FORMALIZAGAO

O desenvolvimento do Calculo foi marcado por séculos de indecisdes e conflitos até a
real formalizacdo dos conceitos matematicos envolvidos. Evidencia-se, nesse sentido, a
contribuicdo e o empenho intelectual de muitos estudiosos, razao pela qual seria impossivel de
atribuir seus avangos conceituais a uma Unica figura.

Pode-se dizer que sua origem esteve centrada nas dificuldades de matematicos gregos
antigos em expressar razoes e proporcionalidades de segmentos de retas em termos numéricos
(Messias, 2013; Brandemberg; Messias, 2019). Além disso, durante a idade média, o estudo
quantitativo sobre variabilidade foi empreendido, fato que possibilitou a introducdo de novos
campos de estudo, tais como a geometria analitica e a representacao sistematica de
quantidades variaveis. A partir de entdo “a aplicacao do novo tipo de andlise agregado a livre
utilizacdo dos sugestivos infinitesimais e a aplicacao mais extensiva do conceito de nimero
levou em um curto periodo aos algoritmos de Newton e Leibniz, que constituiram o calculo
(Boyer, 1959, p. 4, traduzido pelos autores).

As concepcoes de Leibniz, quanto ao discreto, e a de Newton, quanto ao continuo,
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recairam na teoria do Calculo, que posteriormente define melhor o que eram 0s nimeros reais e
aideia de limite (Mendes; Moraes, 2020). Vemos que ambas as abordagens de Newton e Leibniz
sdo caminhos a invencdo do Célculo. E importante destacar que mesmo com os algoritmos
desenvolvidos por Newton e Leibniz, ndo havia clareza no que concerne a base logica e formal
do assunto. Somente no século XVIII pode-se dizer que o Calculo se libertou de intuicoes acerca
de movimento continuo e grandezas geométricas, sendo no século XIX - com as definicoes
rigorosas de nimero e continuo - que o conceito de derivada foi constituido como fundamental
e uma base mais solida desse campo de estudo foi estabelecida.

Atualmente, as defini¢cdes dos tépicos de Calculo, bem como as operagdes envolvidas se
encontram tao esclarecidas em livros da area que as dificuldades relativas ao desenvolvimento
histdérico dos conceitos sdao, muitas vezes, desconsideradas (Messias, 2013). Em contrapartida,
mais de 2500 anos de tentativas foram necessarios para o desenvolvimento, sistematizacao e

formalizacao do Calculo, conforme sera destacado nesta secao.

4.1 Concepcodes na Antiguidade

Em se tratando da matematica na Antiguidade, destacam-se alguns resultados que
podem ser tomados como ponto de partida até a formalizacdo do Calculo. Um importante
resultado, nesse aspecto, foi a teoria dos pitagdricos sobre a aplicacao de areas que os permitia
afirmar se uma figura delimitada por segmentos de retas era maior, equivalente ou menor que
uma segunda figura. Essa superposicao de uma area sobre a outra pode ser considerada um
primeiro passo, na tentativa de definir de maneira exata a nogao de area.

Os paradoxos Zenao de Elea (sec. V a. C) também afetaram as concepg¢oes da época,
tendo em vista a dificuldade que se tinha em relacionar determinados fendbmenos a nocao de
continuidade. Tais paradoxos também ocupam uma posicao de destaque nos primérdios da
historia do desenvolvimento do Calculo.

No paradoxo de Aquiles e a tartaruga, por exemplo, observa-se que, ao disputar uma
corrida com uma tartaruga, Aquiles sera derrotado se a tartaruga largar determinada distancia a

frente. Isso porque:

[..] assim que Aquiles alcancgar a posicao inicial da tartaruga, ela ja se deslocou dali,
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mesmo que seja pouca coisa. Quando Aquiles chegar ao local onde a tartaruga devia
se encontrar agora, esta ja se adiantou outro pequeno espaco, e assim por diante, de
modo que a tartaruga sempre esta a frente de Aquiles, até cruzar vitoriosa a reta de
chegada (Brolezzi, 1996, p. 22 - 23).

Paradoxos, tais como o enunciado, poderiam ser respondidos a partir de conceitos do
Calculo Diferencial, isso porque envolvem as nocdes de continuidade, limites e infinito que, por
sua vez, eram abstracdes extrinsecas ao pensamento matematico grego. Conforme Bell (1948)
estas foram as principais dificuldades encontradas pelos primeiros que se ocuparam com
assuntos relacionados a continuidade e ao infinito. O autor ainda afirma que muitos
compartilhavam das ideias de Zenao sobre o fato da soma de numeros infinitos de quantidades
maiores que zero resultar em um numero suficientemente grande, deixando evidente a lacuna e
a dificuldade dos gregos em questao de conhecimento sobre infinitésimos.

Eves (2011) aponta que o sofista Antifon (c. 430 a.C.) contribuiu para problemas
envolvendo a quadratura do circulo, antecipando a ideia de que ao duplicar varias vezes os lados
de um poligono chegaria ao ponto em que a area desse poligono teria uma diferenca minima em
relacdo a area do circulo. Esse procedimento foi muito criticado por matematicos da época,
argumentando que se uma grandeza pode ser subdividida indefinidamente esse processo ndo
teria fim, impossibilitando o calculo dessa area.

De acordo com Bell (1948), essa abordagem de Antifon continha o conhecido método de
exaustao creditado a Eudoxo. Depois que Eudoxo demonstrou esse método ficou notavel que ndo
havia necessidade de considerar quantidades minusculas infinitas, pois, para fins matematicos,
cada vez que se dividem quantidades pequenas, elas se tornam tdo pequenas que pouco
influenciava no resultado.

O método de exaustdo foi de grande relevancia na trajetoria de desenvolvimento do
Calculo. No entanto, é importante ressaltar que apesar de 0os argumentos empregados serem
equivalentes aqueles empregados na prova da existéncia do limite, esse método era
completamente geométrico, em virtude de o conhecimento sobre infinito continuo nao ter sido

desenvolvido durante a Antiguidade. Nesse sentido, observa-se que:

[...] O método da Exaustdo corresponde a um conceito institucional, descrito em
termos de figuras mentais da percepc¢ao sensorial de mundo. A nocao de limite, por
outro lado, deve ser percebida como um conceito verbal, a explicagao na qual é dada
em termos de palavras e simbolos - tais como nimero, sequencia infinita, menor que,
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maior que - diz respeito ndo a qualquer visualizagdo mental, mas somente em termos
de elementos primarios nao definidos (...) apesar daideia de limite aparecer na histéria
da matematica nos tempos antigos, a formulagao rigorosa desse conceito nao aparece
em trabalhos antes do século XIX - e certamente nao no método grego de exaustao
(Boyer, 1959, p. 36 — 37, traduzido pelos autores).

Baron e Bos (1985) assinalam que Arquimedes (287 -212 a.C.) foi o primeiro a evidenciar
modos de explicitagdo demonstrativa a esse respeito, com certa rigorosidade ao se utilizar de
procedimentos experimentais que remetem a no¢cao do que atualmente concebemos como
reducdo ao absurdo. Embora fosse evidente a ideia pratica da maneira de expressao
experimental atribuida ao trabalho de Arquimedes, o tipo de “prova demonstrativa” praticada nao
era suficiente na aceitacao da Matematica grega, sendo entdo necessario se utilizar de duas
provas experimentais atualmente concebidas como absurdo duplo, pratica essa, tratada
posteriormente como exaustao por Grégoire de Saint-Vicent (1584 - 1667).

O procedimento tornou-se comum e tais provas continuaram sendo essenciais até o final
do século XVII, quando os matematicos passaram da repeticdo constante para a pratica de
passagem direta ao limite, iniciando um processo de superacao de um obstaculo epistemoldgico
(Moraes, 2021). Desse modo, evidencia-se que seus métodos cinematicos e infinitesimais se

constituiram como bases fundamentais para as descobertas de Newton e Leibniz no século XVII.

4.2 Concepcoes naldade Média

As contribuicbes medievais para o desenvolvimento do Calculo pautaram-se,
principalmente, em especulagdes, do ponto de vista filoséfico, sobre infinito, infinitesimal e
continuidade, além do estudo acerca do movimento e variabilidade. Segundo Baron e Bos
(1985), a Matematica na Europa Medieval era um objeto de discussodes filosdéficas fortemente
influenciadas por Aristételes (c. 384-322 a.C.). Eles ainda apontam que a discussao era em torno
da natureza das quantidades infinitas relacionadas com o mundo fisico e matematico. Dentre as

discussoes, Aristoteles distingue claramente o infinito atual e o potencial:

Ele argumenta que, como o mundo é finito, nenhuma grandeza fisica pode, por
processos multiplicativos, tornar-se infinita. O processo de divisdo, por outro lado,
pode ser continuado eternamente e nao existe nenhum estagio nao ultrapassavel. Ele
rejeita a nogao de um continuo composto ou de pontos matematicos ou de qualquer
outra espécie de indivisiveis (Baron; Bos, 1985, p. 56, v. 1).
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Dentre aqueles que contribuiram para o desenvolvimento do Calculo neste periodo,
destaca-se Richard Suiseth (dados incertos), cujos estudos foram considerados um primeiro
esforco para tornar quantitativamente compreensivel alguns conceitos fisico-matematicos.
Além disso, ele antecipou que as definicées de taxas de variacao uniforme e ndo uniforme
deveriam ser expressas numericamente, fato que se consolidou de forma rigorosa somente
depois do desenvolvimento do conceito de limite. A associacdo do estudo da variagdo a
representacao de coordenadas, estabelecida por Nicole Oresme (c. 1323 - 1382), também teve
grande importancia para o avanco da Analise Matematica. O calculo integral primitivo foi
desenvolvido entdo por volta do século XIV, marcado principalmente pelos estudos de Nicole

Oresme (c. 1323 -1382), bispo de Lisieux.

Oresme associava os instantes de tempo dentro do intervalo aos pontos de um
segmento de reta horizontal (chamado “linha de longitudes”), e para cada um desses
pontos erguia (num plano) um segmento de reta vertical (“latitude”), cujo comprimento
representava a velocidade do objeto no tempo correspondente. Ao conectar as
extremidades dessas perpendiculares ou latitudes, obtinha uma representacao da
variagdo funcional da velocidade com relacdo ao tempo - num dos mais antigos
exemplos da histéria da matematica do que hoje seria chamado “grafico de uma
fungao” (Boyer, 1992, p. 9).

Oresme observou que a area sob este grafico representaria a distancia percorrida, visto
que seria a soma de todos os incrementos das distancias correspondentes as velocidades

instantaneas (Boyer, 1992). Sobre as contribuicées medievais no ambito do Calculo:

(...) foram, sobretudo, na forma de especulacdes, largamente sob ponto de vista
filosofico com referéncia ao estudo do movimento a davariabilidade. Essas aquisicoes
tiveram papel fundamental para o desenvolvimento de conceitos e métodos do
Calculo, pois conduziram os primeiros descobridores do assunto a associar a
geometria estatica dos gregos as representacdes graficas de varidveis, bem como a
ideia de continuidade (Boyer, 1959, p. 94, traduzido pelos autores).

Ressalta-se que, apesar de muitas das contribui¢c6es para trajetoria do desenvolvimento
do Calculo terem sido estabelecidas apds a Idade Média, este periodo é considerado de suma
importancia, uma vez que preparou terreno para os estudos posteriores que anteciparam, e em
muito influenciaram, as descobertas de Newton e Leibniz no século XVIl, bem como as

formalizagcdes de Cauchy e Weirstrass no século XIX.
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4.3 Século XVIIl e as contribuicoes que antecederam o Calculo

Nos anos que antecederam as descobertas de Newton e Leibniz, destacam-se uma
pluralidade de contribuicées a partir de uma ampla retomada de interesse pelas obras de
Arquimedes, tendo o conceito de indivisivel em geometria um papel salutar. De acordo com
Baron e Bos (1985), Simon Stevin (1548 - 1620) analisava a Matematica sempre para fins
praticos, e se interessou pelo problema da determinacao de centros de gravidade, dando assim
0 primeiro passo radical para modificar a estrutura de demonstracado de Arquimedes. Em sua
demonstracao, embora se mantivesse 0 método de exaustao, o elemento de redugao era, aos
poucos, substituido pela passagem direta ao limite.

Johannes Kepler (1571 - 1630) e Galileo Galilei (1564 - 1642) foram 0s primeiros a
abandonar a estrutura de demonstragao proposta por Arquimedes, introduzindo assim, o uso
dos indivisiveis ou quantidades infinitamente pequenas. Gilles Persone de Roberval (1602 -
1675) considerou justificavel o uso dos indivisiveis, embora alguns matematicos tenham
rejeitado seu uso, escrevendo o Tratado dos Indivisiveis baseando sua discussao nos numeros
figurados de Pitagoras (Moraes 2021).

Em seu livro Astronomia Nova, Johann Kepler, apresenta uma computacdo que se

assemelha a notacdo moderna foe senfdf = 1 — cos6. Ja Cavalieri (1598 - 1647), em seus

estudos relativos a soma dos cubos dos segmentos de um paralelogramo, obteve um resultado

. a a™tt . L.
equivalente ao que, atualmente, expressa-se como fo x"dx = P E claro que Cavalieri nao

apresentava nenhuma concepcdao clara acerca dos conhecimentos em termos de diferencial e
integral. Isso porque, seus resultados ndo apresentavam elementos algébricos e aritméticos que
levaram, a priori, as regras de procedimentos do Calculo e, a posteriori, as definicdes de
diferencial e integral (Messias, 2013).

Cavaliere aplicou a ideia dos indivisiveis a uma ampla variedade de problemas
suscitados por outros matematicos como Pierre de Fermat (1601 - 1665), Roberval e Evangelista
Torricelli (1608 - 1647), podendo afirmar assim que o método dos indivisiveis nao era
propriamente de Cavalieri, pois estava sendo amplamente usado por pensadores matematicos
da época. Dentre os resultados alcancados por Torricelli, destacam-se a aplicacao dos métodos

de exaustao, dos indivisiveis e a composi¢ao de movimento que sao antecipacées marcantes da
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nova analise. Além disso, Torricelli realizou diversos estudos relacionados aos problemas de
quadraturas e tangentes e, inclusive, reconhecia que um era o inverso do outro. Em
contrapartida, ndo estabeleceu nenhum algoritmo que pudesse ser aplicado em todos 0s casos,
haja vista que ndo via seus métodos como constituintes de um novo tipo de analise.

Gregory de St. Vincent também trouxe contribuicdes para o desenvolvimento histdérico-
conceitual do Calculo. Nessa perspectiva, € possivel que tenha sido dele a primeira sentenca
explicita sobre estar definida, em séries infinitas, uma grandeza a ser chamada de limite de uma
série. Aliado a isso, reconheceu que o paradoxo de Aquiles e a Tartaruga poderia ser explicado
em termos de limite de uma série infinita (Boyer, 1959).

A consequéncia ldogica dessas ideias foi a geometria analitica de Fermat e René
Descartes (1596 - 1650). Descartes publicou La géometrie em 1637, somente dois anos depois
da publicacdo da Geometria indivisibilus, de Cavalieri, mudando inevitavelmente o curso da
analise infinitesimal. Com isso, a geometria pura foi sendo ofuscada e a analise infinitesimal
entrou num processo de aritmetizacao (Moraes, 2021).

Fermat, com seu método para determinar maximos e minimos, alcancou notoriedade no
cenario de desenvolvimento do Calculo. Em seus estudos, dados um segmento de reta de
comprimento a e uma distancia x a partir de uma das extremidades desse segmento a, a area
nossegmentosxea — xserd A = x(a — x). Se, aoinvés da distancia x, fosse considerada uma
distancia x + E, a drea seria A = (x + E)(a — x — E). Dessa maneira, para a area maxima os
dois valores seriam iguais, e 0s pontos x e x + E, coincidiriam. Mesmo sem conhecer a no¢ao
delimite, eleigualava f(x)e f(x+E) epercebiaque osvalores eramquase iguais. Em seguida,
dividia tudo por E eresolvia E =0, encontrando as abscissas dos pontos maximo e minimo da

f(Xx+E)-f(x)
E

funcado. Em outras palavras, fazia IElng e igualava a zero (Messias, 2013).

Os trabalhos de Isaac Barrow, ainda que dispostos em termos de construgoes
geomeétricas, também tiveram grande relevancia para histéria do Calculo. Seus resultados
incluem varios teoremas sobre os problemas de tangentes e quadraturas, além do
reconhecimento do significado da relacdo entre esses problemas. Caso elas tivessem sido
estudadas em termos do Calculo, seriam equivalentes a inumeras regras e teoremas da

diferenciacao e integracao, inclusive ao Teorema Fundamental do Calculo.
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Admite-se, ainda, que dentre os estudiosos que foram destacados, além de outros que
possam ter antecipado as descobertas do Calculo, Barrow e Fermat foram 0s que mais se

aproximaram da nova analise. Nesse sentido, Boyer (1959) destacou que:

(...) Fermat inventou métodos analiticos equivalentes a ambos, diferenciagao e
integragao, mas aparentemente nao percebeu o significado da inter-relagao entre
esses problemas. Por outro lado, Barrow descobriu a relacdo fundamental inversa,
mas por conta de ndo ter desenvolvido profundamente as possibilidades de
representacao analitica das operacoes envolvidas, ele era incapaz de fazer um uso
efetivo disso (Boyer, 1959, p. 184, traduzido pelos autores).

Conforme destacado nesse topico, foram inimeros os esfor¢os que levaram ao
desenvolvimento do Calculo e, frente as contribuicdes dos estudiosos envolvidos com essa
Nova Analise, seria inevitavel a descoberta desse campo de estudo. Essa trajetdria foi marcada,
sobretudo, pelos estudos de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibiniz, cujas contribuicdes sao

apresentadas a seguir.

4.4 Newton e Leibniz e a descoberta do Calculo

A descoberta do Calculo é atribuida a Isaac Newton (1642 - 1727) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 — 1716), em virtude de terem inventado - independente um do outro — algoritmos
universalmente aplicaveis que, em sua esséncia, assemelham-se com aqueles empregados
atualmente no Calculo, cujas concepcgdes de derivada e integral se encontram logicamente
desenvolvidas. Todavia, suas descobertas nao sao apresentadas com o rigor das definicoes e
ideias caracteristicas dos tempos atuais, ja que somente no século XIX definicGes rigorosas
foram elaboradas nesse sentido.

As primeiras manifestacdes de Newton sobre o Calculo constam em seu De analysi per
aequationes numero terminorum infinitas (Boyer, 1959). Nesse estudo, ele ndo se expressava
explicitamente em termos da ideia e/ou notagao fluxionaria, mas encontrou quadraturas de
curvas, norteando-se nas nocdes geométrica e analitica de infinitamente pequeno. Em
Methodus fluxionum et serierum infinitarum, seu segundo trabalho contendo aspectos referente
ao Calculo, Newton estabeleceu os conceitos de fluxdes, que seria a taxa de geracao, e de

fluentes constituida pela quantidade gerada. Neste livro, expde-se o problema fundamental do
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Calculo: Dada uma relacao de quantidade, encontrar a relacao do fluxao dessa quantidade e
vice-versa (Edwards, 2009).

Em seu De quadratura curvarum, Newton demonstrou mais clareza no que se refere aos
elementos essenciais da derivada, enfatizando a ideia de funcao de uma variavel, a formacao da
relacao entre as taxas, a variavel independente e a funcao e a determinacao do limite dessa
relacao quando as taxas se aproximam de zero. Sobre a no¢ao de limite, Newton apresentou a
seguinte definicdo: “Quantidades, e razdes de quantidade, os quais em qualquer tempo finito
convergem continuamente a igualdade, e antes do fim daquele tempo se aproximam cada vez
mais uma da outra que, finalmente, tornam-se iguais” (Boyer, 1959, p. 197, traduzido pelos
autores).

Em linhas gerais, pode-se dizer que as manifestacdes de Newton sobre a Nova Analise
sdo caracterizadas por trés interpretacfes: Uma em termos de infinitesimais, conforme
apresentado em seu De analysi, outra em termos de razdes ou limites, conforme destacado em
seu De quadratura e, finalmente, aquela em termos de fluxdes, apresentada em seu Methodus
fluxionum.

Leibiniz, de forma independente, desenvolveu seu método para determinar somas e
diferencas de infinitesimais, caracterizando-o por uma notacao propria: fxdx para as “somas”
e dx para as “diferencas”. Dentre as manifestacoes de Leibniz sobre o Calculo, destacam-se

que, assumindo x e y como sendo x + dx e y + dy, respectivamente, ele evidenciou que

d(xy) = xdy + ydxed (i) = ydxy;zxdy. Além disso, ao perceber que a “diferenca” de x™ seria

x™ 1 e, sabendo que as “somas” eram o inverso das “diferencas”, determinou que

xn+1

[ x"dx = + c.

n+1

Sobre a ideia de limite, Leibniz a justificava a partir da lei de continuidade (Messias,
2013). Sabe-se, entretanto, que a lei de continuidade deve ser definida em termos de limites,
fato que demonstra que sua ideia sobre continuo era vaga. Além disso, evidencia-se que,
somente depois do desenvolvimento do conceito de niumero real, foi possivel interpretar tanto o
Calculo de Newton quanto o de Leibniz em termos de limites, ou seja, até o século XVII a ideia

de limites nao foi estabelecida pertinentemente. Atribui-se a notacao de Leibniz um papel de

suma importancia para a base légica do Calculo, sendo mantida atualmente a sua utilizacao.
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Newton e Leibniz chegaram a elaboracao de seu Calculo por caminhos epistemologicos
diferentes. Nao s6 diferentes na linguagem com que ambos expressaram suas ideias
fundamentais acerca dos conceitos fundantes, como também em termos de concep¢ao, o que
pode se verificar uma diferenca grande entre os trabalhos deles (Moraes, 2021). Tanto Newton
guanto Leibniz podem ser considerados como 0s primeiros a expressar a ideia da reciprocidade
entre a diferencial e a integral, que constitui o Teorema Fundamental do Calculo.

Quanto aos fundamentos do novo conhecimento, Newton deixava evidente algumas
oscilacdes em suas explicagdes quando se referia, por vezes, aos infinitesimais, outras aos
limites, e ainda, a uma intuicao fisica basica, sendo esta ultima abordagem a mais adotada
posteriormente. Poroutro lado, Leibniz e seus seguidores basearam o desenvolvimento da teoria
sobre os diferenciais infinitamente pequenos, de primeira e segunda ordem.

Finalmente, é importante destacar que os trabalhos de ambos, Newton e Leibniz,
apresentam os procedimentos essenciais do Calculo, ainda que tais contribuicées nao tenham
se manifestado tao explicitamente quanto a clareza das concepc¢des envolvidas. Sdo essas

manifestacoes, relacionadas as concepcdes da Nova Andlise, que sdo apresentadas a seguir.

4.5 Século XVIII: um século rumo a formalizacao do Calculo.

Conforme mencionado, Newton e Leibniz tiveram um papel importante para o Calculo,
pois ambos foram os primeiros a desenvolver algoritmos universalmente aplicaveis, cuja
esséncia assemelha-se aos métodos utilizados atualmente. Por isso, o titulo de “inventores do
Calculo” lhes é dado com incontestavel coeréncia. Em contrapartida, sabe-se seus trabalhos
relacionados ao Calculo ndo apresentavam rigor e clareza em suas defini¢des e, portanto, havia
a necessidade de buscar esse rigor matematico para esclarecer as concepgoes envolvidas na
Nova Anadlise. Dentre os que se dedicaram a tentativa de fundamentacao tedrica do Calculo,
destacam-se Benjamin Robins (1707 - 1751), Leonhard Euler (1707 — 1783) e Jean le Rond
d’Alembert (1717 -1783).

As manifestacdes de Robins sobre o Calculo constam em alguns artigos publicados em
periddicos da época, como por exemplo, o de titulo A discourse concerning the nature and
certainty of SirIsaac Newton’s methods of fluxions and of prime and ultimate ratios (Boyer, 1959).

Dentre suas consideracdes, verificou-se que ele distinguiu duas interpretacdes concernentes ao
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trabalho de Newton, sendo uma relacionada as fluxodes e outra as razoes iniciais e finais. Estes
sdo, respectivamente, caracterizados por facilitar as demonstragdes e pelo rigor matematico.

No que concerne as suas consideragdes sobre limites, verifica-se que:

(...) ele reconheceu que a frase ‘a razdo final de quantidades desaparecidas’ era uma
expressao figurativa, referindo — se ndo a ultima razdo, mas a ‘uma quantidade fixa na
qual uma quantidade variavel, mediante um continuo aumento ou diminui¢ao, pode
continuamente se aproximar,... munida da quantidade varidvel essa aproximagao
pode diferir uma da outra tdo pouco quanto qualquer quantidade possa ser
atribuida’,... ‘apesar de nunca poderem ser absolutamente iguais’ (Boyer, 1959, p. 230,
traduzido pelos autores).

Euler foi responsavel pelo estudo e classificagao sistematicos relacionados as fungdes
elementares, bem como suas diferenciais e integrais. Segundo Boyer (1959), o desenvolvimento
do Calculo no decorrer do século XVl se caracterizou por uma visao de funcionalidade atrelada
nao a um reconhecimento conceitual de relacao, mas somente como uma representacao
formal, na qual a notacdo de Leibniz se encontrava perfeitamente adaptada. No que diz respeito

avisao de Euler sobre os principios do Calculo, afianca-se que:

(...)como Euler se restringiu as fungdes elementares, ele ndo se envolveu com as sutis
dificuldades conectadas as nogoes de infinito e continuidade (...). Apesar de suas
visdes sobre os principios fundamentais do calculo ndo apresentarem precisao e rigor,
apresentada pela matematica no século seguinte, a tendéncia formalistica que seu
trabalho inaugurou, estava por libertar a nova analise da corrente geométrica. Além de
a interpretacao aritmética ter sido mais aceita, 0 que levou ao esclarecimento do
calculo mediante o conceito de limite, no qual ele mesmo (Euler) negligenciou (Boyer,
1959, p. 246, traduzido pelos autores).

No que se refere ao conceito de continuidade de fungdes, Euler apresentou uma
compreensao equivocada, uma vez que, para ele, uma funcao era continua se fosse escrita em
uma unica forma algébrica (Jayakody, 2015; Jayakody; Zazkis, 2015). Ou seja, ele nao
relacionava a continuidade de uma funco ao conceito de limite.

D’Alembertreconheceu aimportancia da nova analise e, na tentativa de tornar o conceito
de limite - no qual a acreditava ser a base do calculo diferencial — mais compreensivel,
apresentou a seguinte definicao: “(...) uma grandeza é o limite de outra grandeza quando a

segunda pode aproximar-se da primeira tanto quanto se queira, embora a primeira grandeza
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nunca possa exceder a grandeza da qual ela se aproxima; de modo que a diferenca entre tal
qguantidade e seu limite é absolutamente indeterminavel” (Baron; Bos, 1985, p. 28).

Em contrapartida, a ideologia geométrica de D’Alembert influenciou na falta de uma
fraseologia clara em sua definicao de limite (Messias, 2013). De qualquer maneira, seus estudos
contribuiram para o estabelecimento de uma Nova Analise, em que o0 conceito de limite se

constituiu como fundamental, trazendo a tona a formulagao rigorosa do Calculo.

4.6. Século XIX: o rigor matematico vem a tona

O Calculo foi estabelecido no século XVII por Newton e Leibniz, entretanto, foi somente
no século XIX, que esse campo de estudo foi definitivamente fundamentado, conforme o rigor
matematico caracteristico deste periodo. Destacam-se, nesse sentido, as contribuicdes de
Bernhard Bolzano (1781 - 1848), Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857) e Karl Weirstrass (1815 -
1897), que foram de extrema importancia para a fundamentacao conceitual da Nova Analise.

No que concerne as contribuicdes de Bolzano, pode-se dizer que ele foi o primeiro a
definir continuidade de funcéo a partir do conceito de limite, definindo uma fungéo f(x) “como
continua em determinado intervalo se por qualquer valor de x nesse intervalo a diferenga f(x +
Ax) — f(x) se torna e permanece menor que qualquer quantidade dada para um Ax
suficientemente pequeno, sendo positivo ou negativo” (Boyer, 1959, p. 268, traduzido pelos

autores). Verifica-se ainda que “Ele definiu a derivada de F (x) para qualquer valor de x como a

F(x+ Ax)—F(x)

quantidade F'(x), na qual a razdo se aproxima indefinidamente, ou tanto quanto

queiramos, a medida que Ax se aproxima de zero, sendo Ax positivo ou negativo (Boyer, 1959,
p. 269, traduzido pelos autores).

Cauchy expds em seus trabalhos - Cours d’analyse de L’Ecole Polytechnique, Résumé
des lecons sur le calcul infinitesimal e Lecons sur le calcul différentiel - uma incontestavel
contribuicao para o Calculo. Dentre suas manifestagdes acerca da fundamentagao conceitual
da Nova Andlise, destaca-se sua definicao de limite, livre das intuicGes geométricas,
apresentada em seu Cours d’analyse: “quando quantidades variaveis sao ligadas de modo que,

quando o valor de uma delas é dado, pode-se inferir os valores das outras, concebemos
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ordinariamente essas varias quantidades como expressas por meio de uma delas que recebe,
portanto, o nome de ‘variavel independente’” (Roque, 2018, p. 332).

Além da definicao de limite, Cauchy apresentou a definicdo de um infinitesimal como

sendo de ordem n a respeito de um infinitesimal x se lim (L_) =0elim ( y_ ) = too, tal
x—0 \x"~¢ x—0 \x"~¢€

y=0 y=0

que € > 0, e estabeleceu, ainda, a definicdo de derivada: “Seja a fungado f(x). Atribui-se a
L . . ~ A - - ~
variavel x um incremento Ax = i; e forma-se arazao ﬁ = M O limite dessarazao (se

existir) quando i se aproxima de zero ele representou como f'(x) e chamou de derivada de y em
relacdo a x” (Boyer, 1959, p. 275, traduzido pelos autores).

As contribuicoes de Cauchy se estendem a nocao de continuidade, a qual definiu a partir
da ideia de limite, apresentando uma precisdo matematica muito mais evidente que as
definicdes expostas até entdo. Para ele, uma fungao f(x) é continua se, entre os limites, um
incremento infinitamente pequeno i na varidvel x sempre produz um incremento infinitamente
pequeno f(x + i) — f(x) nafungao.

Cauchy tornou fundamental o conceito de limite de D’Alembert dando-lhe um carater
aritmético mais preciso, dispensando assim a geometria e infinitésimos ou velocidades:
“quando os valores sucessivamente atribuidos a uma variavel se aproximam indefinidamente de
um valor fixo de modo a acabar diferindo dele por tdo pouco quanto se queira, este ultimo
chama-se o limite dos outros todos (Boyer, 1996, p. 355).

Com Cauchy o limite se dissocia da ideia de quantidades infinitamente pequenas, como
também fornece os elementos necessarios para que essas quantidades se separem do aspecto
metafisico presente até entdo. No entanto, esta mesma nocao de limite, encontra-se associado
ainda aideias intuitivas como valores sucessivos aproximar-se indefinidamente, e diferenca tdo
pequena quanto se queira (Moraes, 2021).

Ainda sobre as contribuicdes de Cauchy para a Nova Analise, evidencia-se que, a partir
de sua definicdo mais precisa de limite, ele construiu sua teoria sobre continuidade, séries
infinitas, derivadas, diferenciais e integrais, sendo essa trajetoria rumo a formalizacdo do
Calculo também seguida por Weierstrass na segunda metade do século XIX.

Weierstrass apresentou notavel clareza e rigor nas definicdes que apresentou. Sobre a
nocao de continuidade, ele definiu umafuncdo continua f (x) em determinado intervalo se, para

qualquer valor x, neste intervalo e para um numero positivo arbitrariamente pequeno &, for
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possivel encontrar um intervalo préximo de x, tal que para todos os valores nesse intervalo a
diferenca f(x) — f(x,) for menor emvalor absoluto que &. Além disso, definiu limite, conforme
a seguir: “O numero L é o limite da funcédo f(x), tal que x = x, se, dado qualquer nimero
arbitrariamente pequeno &, outro nimero § possa ser encontrado tal que para todos os valores
de x diferindo de x, por menos que &, o valor de f (x) diferir de L por menos que € (Boyer, 1959,
p. 287, traduzido pelos autores).

Conforme Collete (1993), a formulagao de Weierstrass precisa a expressao vaga “torna-
se e permanece tao pequeno quanto qualquer quantidade dada” encontrada na definicdo de
Cauchy, nestes termos, se for possivel determinar uma quantidade 6 tal que para cada valor de
h, menor em valor absoluto do que &, f(x + h) — f(x) € menor do que uma quantidade ¢ tdo
pequena quanto se queira, entao se dird que tem feito corresponder uma variacao infinitamente
pequena da variavel para uma variacao infinitamente pequena da fungao.

Finalmente, diante das consideracdes de Bolzano e, principalmente, de Cauchy e
Weierstrass, pode-se dizer que a Nova Analise atingiu seu rigor maximo, tal como os gregos

jamais sonharam em alcancar.

5 SOBRE O USO DE ASPECTOS HISTORICOS PARA POTENCIALIZAR A COMPREENSAO DOS
CONCEITOS DE LIMITE E CONTINUIDADE DE UMA FUNGAO

O texto que versa sobre o desenvolvimento histérico-conceitual do Calculo, apresentado
na secao anterior, trouxe consigo elementos que podem ser elucidados durante aulas de
Calculo, com vistas a viabilizar a compreensdo de estudantes sobre uma variedade de
conceitos.

Nessas condicdes e, partindo do entendimento de que no &mbito do processo de ensino
e aprendizagem de matematica, é de suma importancia que os estudantes sejam levados a fazer
0 uso do maximo de representacdes, interpretacdes, propriedades, dentre outros, enquanto
refletem sobre determinada situacao matematica, apresenta-se, no quadro 1, sugestdes do uso
de informacoes histéricas para fomentar discussdes que potencializem a compreensao dos

conceitos de limite e continuidade de funcao.
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Quadro 1 - Sugestdes para uso da componente histdrica em discussdes sobre limite e continuidade de funcao

Aspecto historico

envolvido Objetivo(s) Discussao
Apresentar uma fungao escrita em mais de uma sentenca:
x2+1,x<2
fx) =42, x =2
9—x2,x>2
Iniciar a discussao fazendo referéncia ao entendimento de
Euler sobre continuidade de uma funcao (f é continua se for
Verificar se os estudantes | escrita em uma Unica forma algébrica).
compreendem a defini¢do
de continuidade de fungdo | Solicitar que os alunos avaliem a continuidade de f(x)em
no ponto x = 2 e, em seguida, justifiguem sua resposta. Construir o
grafico dafuncao e reforgar os aspectos analisados.
Discutir sobre
continuidade no intervalo Verificar se as justificativas dos discentes estao pautadas na
definicao de continuidade de funcdo no ponto. Nesse
Explorar o conceito de momento, pode-se coloca-los em uma situacao de conflito,
continuidade de fungéo (no | questionando-os se évalida, entdo, a compreensao de Euler
ponto e no intervalo) a (ja que a funcao apresentada é escrita em mais de uma
partir de representagoes sentenca e descontinuaem x = 2).
Compreenséo de algébricas e graficas ' i
Em seguida, apresentar uma outra fun¢do, como por
Eu_ler.sobre Conscientiza-los dequeo | exemplo:
continuidade de . .
uma funcao desenvolylmento h!stonco- ,
conceitual do Calculo 4—xc,x<1
também foi passivel a g(x) = Ex N E l<x<3
erros, ou ainda, “fraturas 2 2
x+3,x>3

epistemologicas”, e que
estes sao parte constituinte
do processo evolutivo
desse campo de
conhecimento e podem (ou
nao) se fazer presentes no
processo individual de
aprendizado matematico

Solicitar que os estudantes avaliem se g(x) é continua em
x=1lex=3.

E valido, nesse momento, construir o grafico da fungdo. Em

seguida, avaliar, também sob a perspectiva geométrica, os

valores de g(1) e g(3), bem como lin} gx)e lirr;g(x).
Pl xX—

Reiterar a definicdo de continuidade no ponto, sua relacao
com a existéncia do limite bilateral e com o dominio da
fungdo. Expandir a discussdao para a definicao de
continuidade no intervalo. Em seguida, compara-las.

Nessas condicoes, questiona-los: Como vocés explicariam
para Euler que a compreensao dele sobre continuidade de
fungéo estava equivocada?

Definigdes de
limite ao longo
dos séculos

Compreender como se deu
aevolugao das definigdes
de limite ao longo dos
séculos

Solicitar que eles analisem e comparem as diferentes
defini¢cdes de limite ao longo da histéria.

Questiona-los: O que mudou, considerando as definicoes de
limite presente nos livros atuais?
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Comparar as definicoes
com aquelas presentes nos
livros didaticos atuais

Discutir sobre os pontos de
conformidade e/ou nao
conformidade das
definicdes com o que tal
conceito representa, tendo
em vista o maximo de
contextos possivel.

Solicitar que eles escrevam uma definicao pessoal de limite,
isto é, fazendo uso de suas préprias palavras e, em seguida,
explica-la. Dessa forma, é possivel averiguar se eles
compreendem, de fato, a ideia matematica envolvida.

Fazer uma discussao sobre os aspectos dinamicos e
estaticos que podem aparecer na tentativa de definir o
conceito de limite.

Compreensao de
Leibniz sobre a
relacdo entre a
(ndo)existéncia

dolimiteea

(des)continuidade

dafuncaono
ponto

Compreender como é
estabelecida a relagao
entre 0s conceitos de limite
e continuidade

Conscientiza-los de que o
desenvolvimento historico-
conceitual do Cdlculo
também foi passivel a
erros, ou ainda, “fraturas
epistemologicas”, e que
estes sao parte constituinte
do processo evolutivo
desse campo de
conhecimento e podem (ou
nao) se fazer presentes no
processo individual de
aprendizado matematico

Apresentar, meio de

algébricas:

por representacbes graficas e

(i) uma situagao em que a funcao é descontinua em x, e 0
limite ndo existe neste ponto;

(i) uma situacdo em que o limite existe no ponto e a funcdo
é descontinua neste ponto;

(iif) uma situacdo em que a fungao é continua no ponto e o
limite nao existe neste ponto (continuidade na extremidade
dointervalo);

Tendo em vista a discussao realizada, solicitar que eles
expliguem o porqué que a compreensao de Leibniz sobre a
relacao entre limite e continuidade esta equivocada.

Fonte: Elaborado pelos autores

Mediante o que foi apresentado no quadro, admite-se que a utilizagcdo de aspectos
histéricos relacionados ao conteudo pode contribuir para que professores e alunos relacionem
as estruturas conceituais envolvidas em multiplos contextos, de modo a conectar conhecimento
atual e antigo, fato que permite a comparacao de estratégias de resolu¢ao de problemas e
garante ao aluno a percepcao do desenvolvimento conceitual e dos aspectos epistemolégicos
do objeto de conhecimento abordado, bem como as facilidades disponibilizadas pelos métodos
estruturados de resolu¢cao modernos.

Dessa forma, a inclusdo da perspectiva histérica no ensino pode contribuir para a
formacao do aluno, ja que 0 mesmo pode experimentar determinado conhecimento matematico
como atividade humana, desmitificando-o. Evidenciamos, ainda, que certo conhecimento
acerca da histdria da matematica permite que o aluno avalie seu surgimento como um fruto da
necessidade humana, reconhecendo-a como um corpo de conhecimento em constante

evolucdo, fato que viabiliza o processo de interatividade na construcdo do conhecimento
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matematico escolar, bem como a exploracao e releitura de fatos histéricos, na tentativa de
encontrar explicagbes para questionamentos levantados ao longo do processo de ensino-

aprendizagem.

6 CONSIDERAGOES FINAIS

Neste ensaio, propds-se ampliar a discussao acerca da articulacao entre Historia da
Matematica e Ensino de Matematica, tendo em vista a literatura da area e o contexto de
desenvolvimento histdrico-conceitual do Calculo, mais especificamente, dos conceitos de
limite e continuidade de uma fungao.

Desse modo, destacou-se alguns exemplos de como aspectos relativos a uma
perspectiva histdrica (apresentada na secao 4), podem balizar discussdes que fomentem a
compreensao sobre limite e continuidade, de modo a possibilitar um aprendizado amplo e
adaptado a multiplos contextos.

Finalmente, ressalta-se que o uso da componente histérica como suporte para ensinar
matematica traz consigo algumas vantagens, dentre elas o aumento da motivacao para
aprender, a humanizacao da matematica, a aproximac¢ao multicultural para a constru¢ao do
conhecimento, ajuda a explicar o papel da matematica na sociedade e, principalmente,
contribui para que o estudante busque no passado solu¢cdes matematicas para o presente,

projetando seus resultados no futuro.
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