.~ Al'eté

Revista Amaz6nica de Ensino de Ciéncias

SOLUGOES COMPLEXAS EM EDOs DE 22 ORDEM: UMA ABORDAGEM QUALITATIVA NO
ENSINO

COMPLEX SOLUTIONS IN 2ND-ORDER ODEs: A QUALITATIVE APPROACH TO TEACHING

SOLUCIONES COMPLEJAS EN EDOs DE 2° ORDEN: UN ENFOQUE CUALITATIVO EN LA

ENSENANZA
Ana Carla Pimentel Paiva*
Francisco Régis Vieira Alves?
Helena Maria Barros de Campos?
RESUMO

Este artigo investiga o estudo de solucdes complexas de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) nao
homogéneas, com a utilizacdo do software Geogebra no ensino de matematica em nivel superior. A
metodologia adotada baseia-se nos principios da Engenharia Didatica (ED), uma abordagem que
favorece a andlise sistematica dos processos de ensino e aprendizagem. A pesquisa enfatiza o
desenvolvimento do conhecimento conceitual dos alunos, promovendo uma compreensiao mais
profunda das propriedades das solucoes das EDOs nao homogéneas. Nesse contexto, foi elaboradauma
sequéncia didatica voltada para o estudo qualitativo e visual das solugdes, por meio de representacoes
graficas interativas. Essa proposta se articula ao desenvolvimento de um Estudo Qualitativo com aporte
na Visualizacao - EQV, ao valorizar a integracao entre os aspectos algébricos, geométricos e dindmicos
dasequacoes. O uso do software Geogebra permite que os alunos explorem a rela¢do entre as condigdes
iniciais e o comportamento dinamico das solugbes. A andlise desse comportamento facilita o
entendimento dos fendmenos representados pelas equacdes diferenciais, contribuindo para uma
aprendizagem mais significativa e aplicavel em diversos contextos cientificos e tecnolégicos.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordinarias Nao Homogéneas. Solugdes Complexas. Geogebra.
Engenharia Didatica. Estudo Qualitativo com aporte na Visualizacao.

ABSTRACT

This article investigates the study of complex solutions of non-homogeneous Ordinary Differential
Equations (ODEs), using the Geogebra software in undergraduate mathematics teaching.
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The adopted methodology is based on the principles of Didactical Engineering, an approach that
promotes systematic analysis of teaching processes. The research emphasizes the development of
students’ conceptual knowledge, fostering a deeper understanding of the properties of non-
homogeneous ODE solutions. In this context, a didactic sequence was designed to support the qualitative
and visual study of the solutions through interactive graphical representations. This proposal is aligned
with the development of a Qualitative Study with Visualization Support - EQV as it values the integration
of algebraic, geometric, and dynamic aspects of the equations. The use of Geogebra allows students to
explore the relationship between initial conditions and the dynamic behavior of the solutions. The analysis
of this behavior facilitates the understanding of the phenomena represented by differential equations,
contributing to more meaningful teaching applicable in various scientific and technological contexts.

Solugées complexas em EDOS de 22 ordem: uma abordagem qualitativa no ensino

Keywords: Ordinary Differential Equations Non-Homogeneous. Complex Solutions. Geogebra. Didactic
Engineering. Qualitative Study with Visualization Support.

RESUMEN

Este articulo investiga el estudio de soluciones complejas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs)
no homogéneas, mediante el uso del software Geogebra en la ensefianza de matematicas a nivel
superior. La metodologia adoptada se basa en los principios de la Ingenieria Didactica, un enfoque que
favorece el analisis sistematico de los procesos de ensefanza. La investigacién enfatiza el desarrollo del
conocimiento conceptual de los estudiantes, promoviendo una comprension mas profunda de las
propiedades de las soluciones de EDOs no homogéneas. En este contexto, se disefid una secuencia
didactica orientada al estudio cualitativo y visual de las soluciones, a través de representaciones graficas
interactivas. Esta propuesta se articula con el desarrollo de un Estudio Cualitativo con apoyo en la
Visualizacion - EQV al valorar la integracidn de los aspectos algebraicos, geométricos y dinamicos de las
ecuaciones. El uso del software Geogebra permite a los estudiantes explorar la relacion entre las
condiciones iniciales y el comportamiento dinamico de las soluciones. El analisis de dicho
comportamiento facilita la comprension de los fendmenos representados por las ecuaciones
diferenciales, contribuyendo a una ensefianza mas significativa y aplicable en diversos contextos
cientificosy tecnolégicos

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales ordinarias no homogéneas. Soluciones complejas. Geogebra.
Ingenieria Didactica. Estudio Cualitativo con apoyo en la Visualizacién.

1INTRODUGAO

O estudo das Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) é amplamente reconhecido como
uma disciplina central em diversos campos da ciéncia, como matematica, fisica e engenharia,
devido a sua capacidade de descrever fendbmenos dinamicos (Paiva, Alves e Campos,2024).

As EDOs modelam uma vasta gama de processos naturais e artificiais, desde o
movimento de corpos em mecanica classica até a variacao de populacdes em ecologia, a
conducgao de calor em materiais e os circuitos elétricos. Dentre as diversas classes de equagoes

diferenciais, as EDOs ndao homogéneas desempenham um papel crucial, pois representam
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sistemas em que ha uma forca externa ou funcao impulsionadora, como uma forca aplicada em
um sistema mecanico ou uma corrente elétrica em um circuito (Boyce e Diprima, 2010).

No entanto, as solu¢gbes complexas dessas equagdes frequentemente apresentam
desafios considerdveis para os estudantes. Uma das dificuldades esta na natureza abstrata das
solucoes, que muitas vezes envolvem combinacdes de funcdes exponenciais e trigonométricas
complexas, sem uma representacao visual ou fisica clara.

Essa abstracao pode dificultar o desenvolvimento de uma intuicdo matematica sélida
sobre o comportamento das solucdes, especialmente em relacdo a fenbmenos como
oscilagées, amortecimento e ressonancia (Javaroni, 2007).

Além disso, o proprio processo algébrico de resolugao, que inclui a determinacao da
solucao homogénea e particular, a analise das condicoes iniciais e a interpretacao das raizes da
equacao caracteristica, pode ser uma barreira para os alunos.

Diante desse cenario, o uso de ferramentas computacionais pode oferecer uma
abordagem mais intuitiva e acessivel ao ensino de matematica (Castillo, Mendes e
Sanchez,2024). Emrelacdo ao ensino de EDOs, o uso dessas ferramentas permita avisualizacao
grafica e a exploracao dinamica das solugdes. Um dos softwares que se destaca nessa area é o
Geogebra, uma plataforma amplamente utilizada no ensino de matematica que combina
recursos de algebra, geometria e calculo em um ambiente interativo.

Assim através do Geogebra, é possivel modelar EDOs, tracar suas solugoes e explorar
visualmente o comportamento dindmico das fun¢des ao longo do tempo, algo que seria dificil
de ser compreendido apenas com manipulacées algébricas.

O trabalho ainda se apoia no conceito do Estudo Qualitativo com aporte na Visualizacdo
(EQV), que fundamenta a integracao dos aspectos algébricos, geométricos e dinamicos na
tentativa de auxiliar no favorecimento a compreensao das solugdes complexas.

Otrabalho se apoia no conceito do Estudo Qualitativo com aporte na Visualizacao (EQV),
qgue esta sendo desenvolvido na pesquisa de doutorado da primeira autora. Esse conceito
fundamenta a integracao dos aspectos algébricos, geométricos e dindmicos com o objetivo de
favorecer a compreensao das solucées complexas.

Estudos recentes publicados reforcam avanc¢os do EQV em relagdo ao ensino da teoria

das EDOs, incluindo a compreensao do Teorema da Existéncia e Unicidade (Paiva; Alves;
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Campos e Pinheiro, 2024) e investigacdes sobre o lugar geométrico dos pontos caracteristicos

Solugées complexas em EDOS de 22 ordem: uma abordagem qualitativa no ensino

utilizando o Geogebra (Paiva, Alves, Campos e Cidrao, 2024).

Desse modo, através do Geogebra, é possivel modelar EDOs, tracar suas solucoes e
explorar visualmente o comportamento dinamico das funcdes ao longo do tempo, algo que seria
dificil de ser compreendido apenas com manipulagdes algébricas.

Portanto, este artigo tem como objetivo desenvolver atividades no Geogebra que possam
auxiliar o aluno na compreensao acerca do comportamento das solucdes complexas. Para o
desenvolvimento dessas atividades, o estudo sera guiado pelo arcabouco teérico da Engenharia
Didatica e Teoria das Situacdes Didaticas, que fornecem uma base metodolégica robusta para a
analise de situacoes de ensino-aprendizagem em matematica.

A Engenharia Didatica (ED) refere-se a uma metodologia de pesquisa em didatica da
matematica que busca investigar e melhorar os processos de ensino e aprendizagem por meio
de experimentacoes e analises sistematicas (Alves e Catarino, 2017).

Enquanto a Teoria das Situacbes Didaticas (TSD) descreve o processo de ensino e
aprendizagem como umainteracao entre o aluno, o professor e 0 meio, organizado em situacoes
didaticas especificas. A TSD estrutura a aprendizagem em torno de fases ou momentos que
favorecem a construcao ativa do conhecimento pelo aluno (Almouloud, 2016).

Portanto, este trabalho se justifica ndo apenas pela relevancia do estudo das EDOs em
contextos aplicados, mas também pela necessidade de incorporar metodologias inovadoras e
tecnologias digitais ao ensino da matematica, de forma a tornar o aprendizado mais acessivel e
significativo para os alunos. Ao utilizar o Geogebra como ferramenta pedagdgica, espera-se
promover uma compreensao mais profunda e intuitiva das EDOs, facilitando o desenvolvimento
de competéncias matematicas essenciais e contribuindo para a formacao de futuros

profissionais que necessitam dessas habilidades em suas areas de atuacao.

2 REFERENCIAL TEGRICO

Uma equacao diferencial ordinaria (EDO) linear de segunda ordem ndo homogénea com
coeficientes constantes possui termos envolvendo a fungdo y(x) e suas derivadas,
acompanhados de uma funcao externa g(x) diferente de zero, sendo determinada da seguinte

forma:
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a,y" (x) + a;y'(x) + agy(x) = g(x) (Boyce e Diprima,2010).

Nessa equacao, o lado esquerdo contém termos envolvendo a fungédo y(x) e suas
derivadas, com coeficientes a,, a,_1, ---, a1, @y constantes reais. O termo g(x) no lado direito
€ 0 que caracteriza a equacao como nhao homogénea, pois representa uma funcao que nao é
zero. Em relagdo, a funcao g(x) que pode ser uma fungdo de x como um polindmio,
exponencial, senoidal etc.

Conforme (Boyce e Diprima, 2010) o método de resolucao EDO ndo homogénea envolve
dois passos principais: resolver a equacao homogénea associada, depois encontrar uma
solucao particular da equacao completa. Assim, a solucao geral sera dada por :

y(x) = yp(x) + y, ().
Para resolver a equacao diferencial linear homogénea associada, igualamos o termo
nao homogéneo g(x) a zero (De Figueiredo e Neves, 2018):
a2y () + a1y' () + agy(x) = 0= ¥ () + /g, ¥' () + /g, y(x) = 0,
definindo a; = al/a2 eb= ao/al, dispomos:
y"(x) + ary'(x) + by(x) = 0.

Em seguida, substituimos y(x) por e™, e derivamos para obter a equacao caracteristica:

ri+ar+b=0(1).

Segundo Boyce e Diprima (2010) com base na uma equacao do segundo grau (1) e no
valor de A classificamos as solucdes da equacao diferencial ordinaria:

Se A > 0, temos raizes distintas reais: Se a equacgao caracteristica tem n raizes reais e
distintas, ry, 13, ..., 1, a solucao geral é da forma: C;e"* + C,e"2*.

y(x)= Cie™* + Cre?* + .-+ Cpe™*, com (Cy, C,, ..., C, constantes reais.

Se A =0, iremos dispor de raizes repetidas, com r; = 1, = -1y, as solugoes

associadas serao multiplicadas por poténcias de x:
Cie™* + Cyxe™?*

Por fim, o objeto de interesse do nosso artigo, se A < 0, encontraremos as raizes

complexas com a solugdo correspondente:

y(x)= e ( Cy cos(Bx) + C,sen(Bx)).
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Em que o valor das constantes C; e (, sado determinadas pelas condi¢des iniciais

Solugbes complexas em EDOS de 22 ordem: uma abordagem qualitativa no ensino

fornecidas no Problema de Valor Inicial (De Figueiredo e Neves, 2018). A seguir, apresentaremos
um exemplo de como ocorre tal mecanismo de resolucio.
Exemplo: Considere a seguinte equacao diferencial de segunda ordem nao homogénea
y"(x) + 2y'(x) + 5y(x) = sen(x),
emque afuncdo g(x) = sen(x) e aequagao homogénea correspondente, trata-se da equagao:
y"(x) + 2y'(x) + 5y(x) = 0, equacdo caracteristica associada:
r2+2r+5=0.

Resolvendo essa equacao quadratica com a férmula de Bhaskara:

—2++V22—-415 -2++-16
r = = =
2.1 2

Portanto, a solucao geral da equacao homogénea sera dada pela forma:

yn(x) = e7*(Cy(cos(2x)) + Cy(sen(2x)))

No software Geogebra, é possivel visualizar e compreender como a solu¢gao de uma EDO

-1+ 2i.

se comporta de forma dinamica, isto é, podemos analisar como a funcao solucao se comporta
quando o valor da variavel independente tende ao infinito, se a solugao se aproxima de um valor

constante ou se oscila indefinidamente, conforme explanado na Figura 1.
Figura 1- Apresentacéo da solugdo homogénea da equagéao diferencial y”' (x) + 2y'(x) + 5y(x) = 0

16x),(35 €08(2x)) + 5 sen(2x)

a

5 % 0 3 3
a0 da eq. homogenea = «A(-x) *|1 cos(2x).+ 1 sen(2x)

Fonte: Elaborado pelos autores
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Na figura 1, se apresentou que a solu¢do da EDO é periddica depois de determinado
ponto e o comportamento oscilatério da fungdo. O software ainda permitiu o Geogebra,
manipular as condicdes iniciais para verificar como o periodo e a amplitude de oscilacdes
mudam, fornecendo uma compreensao visual e intuitiva do comportamento oscilatorio.

Conforme o mecanismo de resolucdo da EDO ndo-homogénea descrito em De
Figueiredo e Neves (2018), prosseguiremos com a resolucdo da EDO para encontrar a solucao
particular y, (x) que satisfaca a equagdo nao homogénea. Existem diferentes métodos para
encontrar y,(x), dependendo da forma de g(x), nesse artigo empregaremos o método dos
coeficientes a determinar.

Em que se baseia na natureza da fungcdo g(x) seja uma fungcdo um polinémio,
exponencial ou senoidal. Supomos uma forma para y, semelhante a g(x) e determinamos os
coeficientes substituindo na EDO.

Dessa forma, conforme (De Figueiredo e Neves, 2018) se estabelece que:

- Se a fungado g(x) for uma funcdo um polinomial, o método dos coeficientes a
determinar, estabelece que se deve buscar a solug¢ao particular na forma de fun¢ao polinomial.

- Se a funcdo g(x) for uma funcdo exponencial, se pode procurar por uma solugao
particular que pode ser definida como y, (x) = Ae**.

- Se a fungédo g(x) = sen(x) ou g(x) = cos(x), tenta-se estabelecer uma y, (x) =
A cos(kx) + Bsen(kx).

Retornando ao nosso exemplo, a solucao particular para o termo ndo homogéneo, a
fungdo g(x) = sen(x). Como o termo sen(x) ndo é parte da solugdo homogénea, podemos
propor uma solucao particular da forma:

¥p(x) = Acos(x) + Bsen(x).
Calculamos as derivadas de y, (x), temos:
yp = —Asen(x) + Bcos(x) ey, = —Acos(x) — Bcos(x).

Substituindo y, (x), ¥, (x) e y,' na EDO original y"' (x) + 2y’ (x) + 5y(x) = sen(x):

—Acos(x) — Bcos(x) + 2(—Asen(x) + Bcos(x)) + 5(A cos(x) + Bsen(x)) = sen(x)
(=A+ 2B + 54) cos(x) + (=B — 24 + 5B)sen(x) = sen(x)
(2B + 4A) cos(x) + (=24 + 4B)sen(x) = sen(x)
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lgualando os termos de correspondentes a cos(x) e sen(x) do primeiro membro da

equacao com o do segundo membro, dispomos do seguinte sistema:

{4A + 2B = 0 (coeficientes de cos (x))
—2A + 4B = 1(coeficientes de sen(x)

Resolvendo esse sistema de equacoes, encontramos A = 0e B = 1/4. Assim, asolucao
particular y, (x) = 1/4 sen(x). Portanto, a solugao geral da equacao
y"(x) + 2y'(x) + 5y(x) = sen(x),
y(x) = yn(x) + yp(x)
y(x) = e *(Cy(cos(2x)) + C,(sen(2x))) + 1/4 sen(x).
Na figura 2, apresentamos a representacdo da solucao particular e a solucao geral da
equacao diferencial y”'(x) + 2y’(x) + 5y(x) = sen(x), exibindo como a amplitude (a altura

dos picos das oscilagcdes) e o periodo (0 tempo que leva para completar um ciclo) se modificam.

Figura 2 - Comportamento das solug6es da equagao nao-homogénea(cor azul), equagao particular(cor vermelha)
e ndo homogénea(tons de rosa )

A

]
|
| | \
! 5 11 isoludo da eq; caracteristica =/-1§+2i
L ] 2 i =
| ! o=
| ¥
é ‘
| ‘ 15
!
| 3
! iy j
l .solucéo da eq. caracteristica = -1 + 2i
‘ 2
‘ 05 »
! £ -
| A RN R S b
I et S e O R
1P = el | WA ., 8 -1 0 05 1 15 (2 3
lugadgparticclar=174sen(X)% 0 NN LS 4 dparticular™= 1[4 sen(x) [

AT IS (/

solugao da eq. caracteristica = -1- 2i
o/

i
|
|

solugdoida eq. homc‘genea = oM(-x) {cos(2k) + sen(2x)) fh |

4 i .soluyéo da eq. caracteristica = -1 - 2i

),
&

i 25
solucdo da eq: homogenea = ¢\(-x) (cos(2x) + sen(2x))
-5
D
Fonte: Elaborado pelos autores

De modo mais detalhado, na figura 2 a direita, apresenta-se o comportamento da
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solucao homogénea (curva de cor azul), a solucao particular (representada na cor vermelho), e
como essas solucdes se combinam resultando na solucao geral representada pela curva na cor
rosa.

Além disso, na figura 2 a esquerda, contempla-se a possibilidade de visualizar a
influéncia desses parametros, C; e C, , variando de -5 a 5, auxiliando os alunos a desenvolverem

uma intuicdo mais solida sobre o papel de cada componente da solucao.

3 METODOLOGIA

A Didatica da Matematica (DM) é um campo de estudo dedicado ao ensino da
matematica, que enfatiza os aspectos epistemologicos, metodoldgicos e cognitivos envolvidos
na aprendizagem e no ensino dessa disciplina (ALVES, 2016). Seu objetivo principal é
compreender como 0S conceitos matematicos sao construidos pelos alunos e organizar o
processo de ensino de forma a favorecer essa constru¢cao de maneira eficaz e significativa.

Segundo Alves (2016), a DM fundamenta-se na analise das condi¢des que possibilitam
um ensino efetivo, ressaltando a importancia do papel do professor, do material didatico e do
contexto educacional.

Essa abordagem evidencia a necessidade de uma pratica pedagogica que articule teoria
e pratica, promovendo ambientes de aprendizagem ricos e significativos. A partir desses
fundamentos, desenvolveu-se a Engenharia Didatica, metodologia que estrutura a criagao,
experimentacao e avaliacao de sequéncias didaticas, com foco na melhoria continua do ensino
e na superacao das dificuldades observadas no processo educacional (ALVES, 2016).

Nesse sentido, a metodologia adotada neste estudo, a Engenharia Didatica (ED),
conforme Alves e Catarino (2017), refere-se a uma abordagem que possibilita a construcao de
situacdes de ensino-aprendizagem de maneira planejada, reflexiva e iterativa, fundamentada na
sistematizacao e analise continua das praticas educativas.

A ED se caracteriza por um ciclo de quatro fases fundamentais: analise preliminar,
concepcao e analise a priori, experimentacao e analise a posteriori. Cada uma dessas etapas
tem o objetivo de desenvolver uma compreensao mais profunda sobre como o conhecimento é
construido pelos alunos, além de oferecer subsidios para ajustar as atividades de ensino com

base nas interagdes e dificuldades observadas (Paiva, Alves e Campos, 2024).
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A andlise preliminar envolve uma pesquisa detalhada sobre o contelido a ser ensinado e

Solugées complexas em EDOS de 22 ordem: uma abordagem qualitativa no ensino

o levantamento das dificuldades mais comuns enfrentadas pelos alunos. No caso das soluc¢des
complexas de EDQ’s lineares de segunda ordem nao homogéneas, conforme Paiva, Alves e
Campos (2024) as dificuldades geralmente estdo associadas a compreensao das solucdes
complexas e & abstracdo envolvida no processo de resolucao algébrica. E nessa fase que sdo
delineados os principais objetivos pedagogicos e tracadas as competéncias que os alunos
devem desenvolver ao longo das atividades.

A fase de concepcao e analise a priori diz respeito a elaboracdo das atividades e
intervengdes didaticas com base nos resultados da analise preliminar. Neste estudo, a
concepcao das atividades emprega o software Geogebra, que oferece aos alunos a possibilidade
de explorar as solucdes complexas de EDOs ndo homogéneas de maneira visual e dindmica
(Alves, 2020).

Ao empregar o Geogebra como uma ferramenta mediadora, pretende-se explorar a
manipulacao grafica das solucdes, o que facilita a interpretacao de conceitos como oscilacoes,
amortecimento e comportamento dindmico das equacdes. A andlise a priori envolve a
antecipacao de possiveis solugdes dos alunos, identificando quais caminhos podem ser mais
produtivos e onde podem surgir dificuldades, permitindo ajustes antes da experimentacao.

A experimentacao refere-se a uma fase fundamental da Engenharia Didatica, pois é
através dela que se obtém dados empiricos sobre o que funciona e o que pode ser melhorado no
processo de ensino. Essa fase, portanto, envolve a aplicacao das atividades planejadas em um
contexto real de ensino. Durante essa fase, o professor desempenha um papel mediador,
guiando os alunos nas exploracgdes e intervengdes necessarias (Almouloud e Da Silva, 2012).

Nesse ponto, as atividades desenvolvidas deverdo ser implementadas a um grupo de
estudantes, permitindo observar como eles interagem com o software e como compreendem 0S
conceitos relacionados as EDOs .

Por fim, Almouloud e Da Silva (2012) descreve que a analise a posteriori é realizada apds
a experimentacao e visa avaliar os resultados alcancados, tanto em termos de desempenho dos
alunos quanto da eficacia das atividades propostas. Nessa etapa, sao analisados os registros
das interacOes dos alunos com o software e com as atividades, com o objetivo de identificar
avancos no desenvolvimento do conhecimento conceitual e procedimental. Caso sejam

identificadas dificuldades persistentes ou lacunas no entendimento, a sequéncia didatica pode
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ser ajustada e refinada para novas iteracdes, mantendo o carater ciclico e evolutivo da
Engenharia Didatica.

No entanto, faz se importante ressaltar que esse estudo se limita as duas primeiras fases
da ED, a experimentacao e a analise a posteriori nao sao abordadas. No entanto, o foco dessas
duas primeiras etapas é fundamental para a elaboracao de intervencoes didaticas eficazes e 0

planejamento de uma sequéncia didatica que possa, no futuro, ser testada e refinada.

3.1 Teoria das Situacodes Didaticas (TSD)

A Teoria das Situag6es Didaticas (TSD), criada por Guy Brousseau, propfe que o
conhecimento é construido ativamente pelo aluno, ao ser colocado em situacdes que exigem a
resolucdo de problemas e a exploracao de conceitos. Nesse contexto, o papel do professor é
mediar essas interagdes, promovendo um ambiente que favorecga a aprendizagem significativa.
(Brousseau, 1986).

Conforme Almouloud (2016) essa teoria organiza a aprendizagem em fases que
desempenham papéis distintos, mas complementares. Cada fase visa guiar o aluno na
construcao progressiva de seu conhecimento, desde a exploragao inicial de uma situacao-
problema até a formulacao e validacao de hipdteses. Esse processo permite que os alunos
desenvolvam uma compreensao mais profunda dos conceitos, resolvendo problemas de forma
auténoma e fortalecendo suas habilidades cognitivas, o que resulta em um entendimento mais
solido e aplicado.

ATSD se organiza em quatro fases principais: situacao de acdo, situacao de formulacao,
situacao de validacao e situacao institucionalizacao.

Na situacao de ag¢do, o aluno é colocado em um ambiente onde deve resolver um
problema, explorar um conceito ou enfrentar uma situagcdo nova. Nesta fase, o professor
apresenta uma tarefa ou desafio sem dar solucdes diretas. O aluno utiliza seus conhecimentos
prévios e experimenta varias abordagens para lidar com a situacao. O objetivo € que o aluno se
aproprie da situacao e busque solucdes por meio de tentativa e erro, ou de maneira exploratoria
(Almouloud, 2016).

Por exemplo, no contexto de equacdes diferenciais, o aluno pode ser convidado a

explorar uma EDO no Geogebra, sem ter uma solugdo formal. Ele pode observar o
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comportamento das curvas ou fazer conjecturas sobre a influéncia dos coeficientes e condicdes
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iniciais.

Segundo (Almouloud, 2016) a situacao de formulacdo, inicia quando o aluno formaliza
suas descobertas e hipoteses a partir da situacao de acao. Esta fase incentiva a comunicacao
de resultados e estratégias, seja por meio de discussdées em grupo, seja individualmente. O
aluno precisa expressar e justificar suas escolhas, o que o ajuda a construir uma linguagem
matematica mais precisa e clara.

Em um estudo de EDOs, nesta fase, os alunos poderiam discutir as solucdes
encontradas experimentalmente, formular expressdes matematicas que descrevem as
solucdes, ou interpretar graficamente os resultados obtidos no software. Eles comecam a fazer
conjecturas sobre as formas gerais das solu¢des, como a relacao entre as partes homogéneas e
nao homogéneas da equacao.

Na situacdo de validacdo, os alunos testam a validade de suas formulacbes e
conjecturas. O professor conduz o aluno a verificar se as solucdes ou hipéteses estao corretas.
Os alunos comparam seus resultados com outros colegas, verificam se as solu¢cdes sao
coerentes com a teoria estudada e revisam suas abordagens, caso necessario. O processo de
validacao pode envolver a aplicacdo de métodos analiticos, o uso de software ou a comparacao
com resultados conhecidos (Almouloud, 2016).

Neste ponto, no estudo de EDOs, os alunos verificariam se as solugbes propostas
satisfazem as condi¢cfes da equacdo diferencial, tanto analiticamente quanto graficamente.
Eles podem testar suas solucdes inserindo-as novamente na EDO original para garantir que a
equacao seja satisfeita.

A situacao de institucionalizacdo refere-se a fase em que o professor intervém
diretamente para formalizar e validar os conhecimentos que os alunos desenvolveram ao longo
das atividades. De acordo com Almouloud (2016) na institucionalizacdo, o professor generaliza
0s conceitos trabalhados, conecta-os a outras areas da matematica ou da ciéncia e destaca as
conclusées mais importantes. O conhecimento construido pelo aluno é reconhecido e
institucionalizado, ou seja, torna-se parte do curriculo formal e é consolidado como um
contetdo que o aluno dominou.

No contexto de EDOs, o professor formalizaria os conceitos de solu¢cdes homogéneas e

particulares, equacodes diferenciais com termos ndo homogéneos e a influéncia das raizes
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complexas nas solucoes. Também seria 0 momento de revisar metodologias de resolucao, como

o uso de equag0es caracteristicas e o papel da fungao g(x).

4 ANALISE E RESULTADOS

Nas situacdes - problema propostas, integramos os principios da Engenharia Didatica
(ED) e da Teoria das Situac¢oes Didaticas (TSD) para estruturar uma sequéncia didatica voltada
ao estudo de uma equacao diferencial ordinaria (EDO) linear de segunda ordem ndo homogénea,
com solugdes complexas. A proposta visa explorar tanto a resolucao analitica quanto a
visualizagao grafica, utilizando o software Geogebra como ferramenta pedagogica (Alves e
Catarino, 2017).

Nesse contexto, insere-se o Estudo Qualitativo com aporte na Visualizacdo (EQV), uma
abordagem didatica em desenvolvimento nesta pesquisa, que integra os aspectos algébricos,
geomeétricos e dinamicos no ensino de EDOs. Com foco na analise qualitativa das solugoes, o
EQV utiliza a visualizacao grafica para favorecer a compreensao de propriedades como
estabilidade, oscilagcao e convergéncia.

Essa abordagem interativa e dindmica busca ampliar a intuicdo matematica e a
autonomia dos alunos no estudo de solu¢cbes complexas. Entre 0s recursos que podem ser
empregados para viabilizar o EQV, destaca-se o software Geogebra, que potencializa a
exploracao visual e dindmica do comportamento das solugoes.

Salienta-se que para a aplicacao das situacoes-problema, é fundamental que os alunos
recebam uma aula tedrica que aborde os conceitos fundamentais relacionados as equacdes
diferenciais ordinarias (EDOs), incluindo definigdes, classificacbes e métodos de resolugao.
Essa base tedrica proporciona um entendimento sélido que permitird aos alunos abordarem as
situacdes-problema de forma mais efetiva, reconhecendo as estruturas das EDOs e
desenvolvendo estratégias apropriadas para a resolu¢do. A combinacao de teoria e pratica
facilitara a constru¢cdo do conhecimento e a aplicagcdo dos conceitos em contextos mais
complexos.

Na primeira situacdo-problema, se explora um exemplo de uma EDO linear de segunda
ordem nao homogénea com solug¢des complexas onde o termo ndo homogéneo é uma fungao

exponencial.
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13) Situacao - Problema: Nesta atividade, os alunos trabalhardo com a equacao

Solugées complexas em EDOS de 22 ordem: uma abordagem qualitativa no ensino

diferencial ndo homogénea de segunda ordem dada por y" (x) + 6y'(x) + 25y(x) = e?*.

O objetivo é que os alunos compreendam as caracteristicas das solu¢oes de EDOs nao
homogéneas, desenvolvendo habilidades de resolucao de equacdes diferenciais, bem como
habilidades analiticas e graficas. Nesse sentido, a abordagem do Estudo Qualitativo com aporte
na Visualizacdo (EQV) orienta a exploracdo do comportamento das solucdes por meio de
representacoes graficas e analises qualitativas, favorecendo a compreensao de propriedades
como estabilidade, oscilagao e convergéncia.

Fase de acao: os alunos sao apresentados a equacao diferencial sem informacdes
adicionais sobre a forma de solucdo. O desafio é explorar a estrutura da equacao e formular
hipoteses sobre como resolver a parte ndo homogénea. Os alunos podem ser incentivados a
discutir em grupos sobre as caracteristicas da fun¢ao e2* e como isso pode impactar a solucdo
da equacao. Portanto, os alunos irdo dispor das ferramentas graficas do Geogebra para
visualizar a fungéo e?* e conjecturar sobre a solugao.

Fase da Formulacao: Apos a exploracao e o desenvolvimento de conjecturas na fase da
acao, os alunos deverao resolver a equacao homogénea associada, determinando sua solucao
geral. Em seguida, deverao formular uma solucao particular, escolhendo uma forma apropriada
para y, (x).

Desse modo, a partir da equacao homogénea associada:

y"'(x) + 6y'(x) + 25y(x) = 0,
os alunos devem encontrar a equacéo caracteristica r2 + 6r + 25 = 0, e usando a

—6+V62-4.1.25
e —2

formula de Bhaskara, encontrar as raizes r = .

= —3 + 4i, concluindo que a
solucao da equacao homogénea é:
yn = e 3*(C,(cos(4x)) + C,(sen(4x))).
Com o intuito de determinar a solugao particular y;,, os alunos devem propor uma forma
que se assemelhe ao termo ndo homogéneo e2*, o termo:
Vp = Aezx,
e posteriormente calcular as derivadas:y, = 24e** e y,’ = 4Ae**. Ao substituir na

equagao original y" (x) + 6y’ (x) + 25 = e?*:
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44e** + 6(24e%*) + 254e%* = e?*
(4412 + 25)4e** = e?*,

Dividindo ambos os lados da equacéo por e?*, encontrando:
41A=1=4=1/,,.

Portanto, a solugao particular encontrada é y, = 1/41 e?*, e assim, a solucdo da

equacao diferencial:
y(x) = yn +yp = e73*(C1(cos(4x)) + C,(sen(4x)))+ 1/41 e?*,

onde as constantes sao determinadas pelas condic¢des iniciais.
Situacao de Validacao: os alunos validarao suas solucdes, comparando a solucao geral
obtida com representacdes graficas da funcao. Utilizando o software Geogebra, conforme

explanado na Figura 3, eles poderdo observar o comportamento das solu¢ées e como diferentes

parametros influenciam a solucao final.

Figura 3-Solugbes daEDO y"'(x) + 6y'(x) + 25y(x) = e?*
€2 GeoGebra Classic - [a] X
DA SN IPANE Q =
I @i Liace : =&
4 i HIL .
15 ) H H E .:
- p i P
soluggo da eq. hamogenea = #"(-3 x) (-2.95 cas(4x) - 1.5 sen(4x)) o H i E
S EEEERE
Fonte: Elaborado pelos autores

O grafico da solucdo mostrara o comportamento oscilatorio dado

homogénea e3*(C; (cos(4x)) + C,(sen(4x)))+ 1/41 e?* com um fator de amortecimento
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e3* que faz com que as oscilacdes decaiam ao longo do tempo. Além disso, a solugéo particular
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1/41 e?* adiciona um crescimento exponencial ao grafico, devido ao termo e?*.

Situacao de Institucionalizacao: na conclusao da atividade, o professor organizara uma
discussdo em classe, permitindo que os alunos compartilhem suas descobertas. Eles refletirdo
sobre a inter-relacao entre a solucdo homogénea e a solucao particular, além de discutir as
implicacdes fisicas e matematicas do problema.

Ao final da atividade almejasse que 0s alunos sejam capazes de resolver EDOs nao
homogéneas, interpretar suas solugoes e aplicar conhecimentos de matematica aplicada em
contextos praticos, desenvolvendo uma compreensao mais profunda sobre as dindmicas que
essas equacoes representam.

Na segunda situacao-problema é abordado a resolucao de uma equacao diferencial
ordindria (EDO) linear de segunda ordem nao homogénea com solu¢des complexas, onde a
funcdo ndo homogénea g(x) € uma funcao trigonométrica. Ao empregar o software Geogebra
nessa situacao tenciona-se que os alunos visualizem o comportamento dindmico das solugoes
e compreendam a interacao entre as partes homogénea e ndao homogénea da equacao.

223) Situacao - Problema: Considere a seguinte EDO linear de segunda ordem nao
homogénea y''(x) + 4y'(x) + 13y(x) = cos(2x).

Fase da acao: O desafio inicial consiste em explorar a estrutura da equacao e propor
possiveis estratégias de resolucao. Nesse momento, os estudantes podem conjecturar que,
devido a natureza trigonométrica de g(x) = cos(2x), a solugdo particular pode assumir uma
forma semelhante a funcao ndo homogénea.

Nesta situacao, os principios do EQV estao presentes ao orientar a analise qualitativa do
comportamento da solugcao, promovendo a integracao dos aspectos algébricos e graficos. Por
meio de representagdes visuais e dindmicas, o EQV facilita a compreensao da influéncia da
funcdo nao homogénea sobre a solucao geral, permitindo aos alunos observarem
caracteristicas como periodicidade, amplitude e estabilidade, fortalecendo, assim, a
construgao do conhecimento de maneira mais intuitiva e fundamentada.

Situacao de Formulacao: Apds explorar o problema, os alunos sao incentivados a
formular a solucao. Primeiro, os alunos devem resolver a equacao homogénea associada:

y"(x) + 4y'(x) + 13y(x) = 0, cuja equagao caracteristica é dada por:
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r’+4r+13=0.

—4+V16-52 _ —44v-36
2 - 2

Usando a férmula de Bhaskara, as raizes complexas sao r = =

r = —2 + 3i. Portanto, a solucao geral da equacao homogénea é:
yr(x) = e"2*(Cycos(3x) + C,sen(3x)).

Para o termo ndo homogéneo g(x) = cos(x), propdem-se uma solugao particular da
forma: y,(x) = Acos(2x) + Bsen(2x), com y, = —2Asen(2x) + 2Bcos(2x) e y, =
—4Asen(2x) — 4Bcos(2x). Substituindo, na EDO y"(x) + 4y'(x) + 13y(x) = cos(2x),
temos:

—4Asen(2x) — 4Bcos(2x) + 4(—2Asen(2x) + ZBcos(Zx)) + 13(Acos(2x) +
Bsen(2x)) = cos(2x).
Agrupando os termos cos(2x) e sen(2x):
(—4A + 8B + 134) cos(2x) + (—4B — 84 + 13B)sen(2x) = cos(2x)
(=94 + 8B) cos(2x) + (9B — 8A) = cos (2x).
Comparando termo a termo do primeiro e segundo membro da equagao, encontramos o

—-94+8B =1

9B — 84 = 0 , em que temos, com base na segunda equac¢ao do sistema, arelacao

sistema:{

Substituindo a relagao na primeira equacao do sistema temos:

—9A+83=1ﬁ—914+8(%)=LportantoA:%seB:%_

Portanto, a solugdo particular da equagao y,(x) = %cos(Zx) —I—%sen(Zx), ea
solucao geral:

y(x) = yp(x) + yp(x)

9 8
— p—2X -
yx) =e (Clcos(Bx) + Czsen(Bx)) + 125 cos(2x) + 125 sen(2x).

Situacao de Validacdao: Com o uso do Geogebra, os alunos podem visualizar o
comportamento das solu¢des. Assim, ajustam os valores dos parametros C; e C, para observar
como a solucao homogénea interage com a solucao particular, conforme apresentado na figura

4, em optamos que C; e C, assumissem valores entre -5 a 5.
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Figura 4 - Solugdes da equagdo y"'(x) + 4y’ (x) + 13y(x) = cos(2x)
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Vale salientar que o intervalo escolhido foi para avaliar o comportamento da fun¢gao com
as constantes assumindo valores negativos, positivos e zero, e que outros intervalos poderiam
ser escolhidos.

Situacao de Institucionalizacao: Nesta fase, o professor intervém para sistematizar o
conhecimento construido. Os alunos discutem suas observacdes e descobertas, conectando-
as aos conceitos teéricos daresolucao de EDOs nao homogéneas com funcdes trigonométricas.

Portanto, esperasse que as situagoes-problema desenvolvidas baseadas na Teoria das
Situacdes Didaticas (TSD), na Engenharia Didatica e no uso do Geogebra destaquem a
relevancia de uma abordagem integrada e dinamica para o ensino de equacoes diferenciais
ordinarias (EDOs).

A TSD ofereceu uma estrutura que permitiu aos alunos avancarem por diferentes fases
— acdao, formulacao, validacao e institucionalizacdo — promovendo um processo gradual de
construcao do conhecimento. A Engenharia Didatica desempenhou um papel essencial na
organizacao sistematica das atividades e na adaptacdo dos conteudos, garantindo uma
sequéncia didatica bem planejada que facilitou a compreensao dos conceitos matematicos.

O uso do Geogebra proporcionou uma visualizacao interativa e grafica das solucoes das
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EDOs, permitindo que os alunos explorem, as relacbes entre as solucdes e seus

comportamentos dindmicos.

5 CONSIDERAGOES FINAIS

Este artigo investigou o potencial de uma abordagem integrada que une a Teoria das
Situacgdes Didaticas (TSD), a Engenharia Didatica (ED) e o uso do software Geoegbra no ensino e
aprendizado de equacdes diferenciais ordinarias (EDOs) ndo homogéneas, com énfase nas
solucdes complexas. O objetivo foi propor uma metodologia diferente para o ensinode EDOs em
nivel superior, e demonstrar como a integracao dessas ferramentas pode facilitar o
desenvolvimento conceitual e procedimental dos alunos, oferecendo uma compreensao mais
profunda e acessivel dos conceitos envolvidos.

Desse modo, a ED ofereceu um suporte metodolégico para a sistematizacao das
atividades, baseada nas andlises preliminares acerca do assunto. O que permitiu que a
sequéncia de situacoes-problema fosse planejada de maneira estruturada e adaptada ao nivel
de compreensao dos alunos, garantindo uma progressao gradual do conhecimento.

Essa estruturagao foi acompanhada pelo desenvolvimento do Estudo Qualitativo com
aporte na Visualizacao (EQV), que orientou a integracao dos aspectos algébricos, geométricos e
dindmicos no tratamento das EDOs. Assim, a sequéncia de situacdes-problema péde ser
planejada de maneira estruturada e adaptada ao nivel de compreensao dos alunos, garantindo
uma progressao gradual do conhecimento.

Enquanto a TSD permitiu que fosse elaborado situa¢des-problema em que os alunos
participassem de forma ativa no processo de construcao do conhecimento. Essa abordagem
incentiva o desenvolvimento de habilidades analiticas e criticas, fundamentais para a resolugao
de problemas matematicos.

Além disso, o estudo mostrou que a integracao do software Geogebra no ensino de EDOs
com solugbes complexas pode trazer beneficios significativos para o processo de ensino-
aprendizagem. A visualizacao grafica das solucdes complexas permitiu aos alunos uma melhor
compreensdo dos conceitos abstratos envolvidos.

De forma mais detalhada, o uso do Geogebra facilitou a compreensao das propriedades

das solugcbes complexas. Desenvolvendo uma melhor interpretacdo dos graficos,
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especialmente no que diz respeito a separacao das partes real e imaginaria das solugoes. Além
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disso, a visualizagdo dinamica proporcionada pelo software ajudou na compreensao do
comportamento oscilatdrio e da convergéncia das solucdes em relacao as condicdes iniciais.
Em pesquisas futuras, espera-se tentar ampliar o desenvolvimento do EQV por meio da
criacdo e implementacdao de novas situagcOes-problema, bem como da aplicacdo de
intervencodes didaticas utilizando as situacoes desenvolvidas neste artigo. Essas investigacoes
tém o potencial de aprofundar o papel do EQV como uma abordagem que articula teoria e
pratica, buscando ampliar a compreensao dos alunos sobre o comportamento qualitativo das
EDOs. Dessa forma, espera-se consolidar e fortalecer o EQV como um instrumento que auxilie

no ensino de equacdes diferenciais.
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